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We will present several examples in which ideas from ergodic theory can
be useful to study some problems in arithmetic and algebraic geometry.
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1. Introduction
Le but de ce rapport est d’expliquer diffe´rentes techniques permettant de mon-
trer l’e´quidistribution de certains ensembles de points de nature arithme´tique sur
des varie´te´s alge´briques de´finies sur des corps de nombres et de donner des applica-
tions arithme´tiques et ge´ome´triques de ces re´sultats.
Si X est une varie´te´ alge´brique sur C et E une ensemble fini de X(C) on note







Si En est une suite d’ensembles finis de X(C) et µ une mesure de probabilite´ sur
X(C), on dit que les En sont e´quidistribue´s pour µ si pour toute fonction continue
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Soit X une varie´te´ alge´brique, une suite de points xn de X est dite “ge´ne´rique”
si pour toute sous-varie´te´ Y de X , Y 6= X , {n ∈ N , xn ∈ Y } est un ensemble fini.
(Il revient au meˆme de dire que xn converge vers le point ge´ne´rique pour la topologie
de Zariski).
Andre´ et Oort ont formule´ un analogue de la conjecture de Manin-Mumford
de´montre´e par Raynaud [18] [19] dans le cadre des varie´te´s de Shimura. Dans ces
deux conjectures, on dispose de points spe´ciaux et de varie´te´s spe´ciales. Pour la
conjecture de Manin-Mumford l’espace ambiant est une varie´te´ abe´lienne, les points
spe´ciaux sont les points de torsion et les varie´te´s spe´ciales sont les “sous-varie´te´s
de torsion” (translate´s, par un point de torsion, d’une sous-varie´te´ abe´lienne).
Pour la conjecture d’Andre´-Oort l’espace ambiant est une varie´te´ de Shimura,
les points spe´ciaux sont les points a` multiplication complexe (ou points CM) et
les sous-varie´te´s spe´ciales sont les “sous-varie´te´s de type de Hodge” (des com-
posantes irre´ductibles de translate´s par un ope´rateur de Hecke de sous-varie´te´s de
Shimura). Nous pre´ciserons ces de´finitions plus bas. Dans les deux cas ces con-
jectures s’e´noncent sous la forme: une composante irre´ductible de l’adhe´rence de
Zariski d’un ensemble de points spe´ciaux est une sous-varie´te´ spe´ciale.
Dans ce cadre une suite de points xn de X (X varie´te´ abe´lienne ou X varie´te´
de Shimura) est dite “stricte” si pour toute sous-varie´te´ spe´ciale Y de X , Y 6=
X , {n ∈ N , xn ∈ Y } est un ensemble fini. On remarque qu’avec ces de´finitions
les conjectures d’Andre´-Oort et de Manin-Mumford se retraduisent de la manie`re
suivante: Toute suite stricte de points spe´ciaux est ge´ne´rique.
Une conse´quence ge´ome´trique (conjecturale pour les varie´te´s de Shimura) que
l’on obtient en conside´rant l’adhe´rence de Zariski de l’ensemble des points spe´ciaux
d’une sous-varie´te´ M de X est l’existence d’un ensemble fini {S1, . . . , Sr} de sous-
varie´te´s spe´ciales avec Si ⊂ M telle que toute sous-varie´te´ spe´ciale S ⊂ M est
contenue dans l’un des Si.
Dans la premie`re partie nous de´crivons des re´sultats d’e´quidistribution pour
des suites de points de petite hauteur sur des varie´te´s alge´briques utilisant la
ge´ome´trie d’Arakelov. Le re´sultat le plus marquant est la re´solution de la con-
jecture de Bogomolov (qui ge´ne´ralise la conjecture de Manin-Mumford et en donne
une nouvelle de´monstration) pour les varie´te´s abe´liennes due a` Zhang [24] et a`
l’auteur du rapport [22].
Dans la deuxie`me partie nous expliquons des re´sutats d’e´quidistribution de
points de Hecke sur des varie´te´s de la formeX = Γ\G(R) pour un groupe alge´brique
semi-simple et simplement connexe G et un re´seau Γ. Les me´thodes combinent
the´orie spectrale et the´orie des repre´sentations.
Dans la troisie`me partie nous pre´sentons des e´nonce´s largement conjecturaux
pour l’e´quidistribution des points a` multiplication complexe des varie´te´s de Shimura.
La the´orie analytique des nombres via les familles de fonctions L et la the´orie des
formes automorphes y jouent un roˆle central.
Dans une dernie`re partie nous expliquons comment la the´orie de Ratner et
Margulis permet de de´montrer des re´sultats d’e´quidistribution pour des suites de
sous-varie´te´s “fortement spe´ciales” (appartenant a` une classe assez large de sous-
varie´te´s spe´ciales de dimension positive) des varie´te´s de Shimura. Nous expli-
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querons la relation avec la conse´quence ge´ome´trique de la conjecture d’Andre´-Oort
pre´ce´demment de´crite.
2. Equidistribution des points de petite hauteur
Exemple 2.1 On prend X = Gm, En l’ensemble des racines n-ie`me de l’unite´,
En est e´quidistribue´ pour la mesure uniforme sur le cercle unite´
dα
2π . En utilisant
l’irre´ductibilite´ du polynome cyclotomique on voit que l’orbite sous Galois d’une
racine n-ie`me primitive de l’unite´ est aussi e´quidistribue´e pour dα2π .
Exemple 2.2 On prend X = E une courbe elliptique sur C et En l’ensemble des
points de n torsion, alors En est e´quidistribue´ pour la mesure de Harr normalise´e
sur E(C). Si E est de´fini sur un coprs de nombres K et E n’a pas de multiplication
complexe, par le the´ore`me de l’image ouverte de Serre, pour tout nombre premier p
assez grand le groupe de Galois agit transitivement sur les points d’ordre p. On en
de´duit encore que les orbites sous Galois des points d’ordre p sont e´quidistribue´es
pour la mesure de Haar normalise´e.
La the´orie d’Arakelov a permis de comprendre ces e´nonce´s d’une manie`re bien
plus ge´ne´rale. On montre [21] pour une varie´te´ arithme´tique un the´ore`me ge´ne´ral
d’e´quidistribution des orbites sous Galois de suite ge´ne´riques de points dont la
hauteur (a` la Arakelov) tend vers 0. Les exemples pre´ce´dents correspondent a` des
suites de points de hauteurs nulles. Pour les varie´te´s abe´liennes on obtient avec
Szpiro et Zhang le re´sultat suivant (qui donne des informations nouvelles meˆme
pour les points de torsion des courbes elliptiques a` multiplication complexe):
The´ore`me 2.3 [21] Soit A une varie´te´ abe´lienne sur un corps de nombres K. On
note hNT la hauteur de Ne´ron-Tate sur les points alge´briques de A (associe´e a`
un fibre´ inversible ample syme´trique sur X). Soit xn une suite ge´ne´rique de points
alge´briques de A telle que hNT (xn) tend vers 0. Pour toute place a` l’infini σ l’orbite
sous Galois de xn est e´quidistribue´e pour la mesure de Haar normalise´e dµσ de
Aσ(C).
L’analogue de cet e´nonce´ pour Grm a e´te´ montre´ par Bilu [2] sans the´orie
d’Arakelov. Une extension pour certaines varie´te´s semi-abe´liennes de ces re´sultats
a e´te´ obtenue par Chambert-Loir [6] par des me´thodes Arakeloviennes. On peut
aussi comprendre graˆce aux travaux de Autissier [1] l’exemple 2.1 comme un cas
particulier de the´ore`me d’e´quidistribution vers la mesure d’e´quilibre d’un compact
de capacite´ 1 de l’orbite sous Galois d’une suite de points entiers alge´briques.
On trouvera dans [25] comment on obtient la conjecture de Bogomolov en
produisant une contradiction sur les mesures limites de suites de mesures associe´es
a` des orbites sous Galois de points de petite hauteur. Retenons l’e´nonce´ suivant duˆ
a` l’auteur [22] pour les courbes de genre g ≥ 2 dans leur jacobienne et e´tendu en
dimension arbitraire par Zhang [24]:
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The´ore`me 2.4 Soit X une sous-varie´te´ d’une varie´te´ abe´lienne A de´finie sur un
corps de nombres K. Graˆce a` la conjecture de Manin-Mumford de´montre´e par
Raynaud [19], on sait qu’il existe des sous-varie´te´s de torsion (e´ventuellement de
dimension 0) {T1, . . . , Tr}, Ti ⊂ X tels que si T ⊂ X est une sous-varie´te´ de
torsion alors T ⊂ Ti pour un certain i. Il existe alors c > 0 tel que si P est un
point alge´brique de X et P /∈ ∪ri=1Ti alors hNT (P ) ≥ c.
3. Equidistribution des points de Hecke
Soient G un groupe alge´brique line´aire presque simple et simplement connexe
sur Q, Γ ⊂ G(Q) un re´seau de congruence et X = Γ\G(R). Soit µ0 la mesure




avec deg(a) = |Γ\ΓaΓ| ∈ N. Pour tout x ∈ X , on note Ta.x l’ensemble des aix
compte´ avec multiplicite´. L’ope´rateur de Hecke Ta ainsi de´fini est une correspon-
dance de degre´ deg(a) sur X ; il induit une ope´ration sur les espaces de fonctions
L2(X,µ0) (fonctions de carre´s inte´grables sur X) et C
0
b (X) (fonctions continues







Avec Clozel et Oh nous obtenons [3]:
The´ore`me 3.1 On suppose que le Q-rang de G est diffe´rent de 0. Soit an ∈ G(Q)
une suite telle que deg(an) → ∞. Pour tout x ∈ X les Tan .x sont e´quidistribue´s
pour µ0. De plus pour tout f ∈ L






On a en fait des re´sultats aussi dans le cas ou le Q-rang de G vaut 0. La
me´thode de de´monstration fournit des estimations tre`s pre´cises pour la vitesse de
convergence dans le the´ore`me L2. Si on dispose de plus de re´gularite´ sur f (par
exemple f C∞ a` support compact), cete vitesse est obtenue aussi pour la conver-
gence simple (ou uniforme sur les compacts). Pour G = SLn (n ≥ 3) ou G = Sp2n
(n ≥ 2) ces estimations sont essentiellement optimales.
On montre par des me´thodes classiques que l’e´nonce´ de convergence simple
du the´ore`me se de´duit de l’e´nonce´ L2. Pour montrer le the´ore`me L2 on e´crit la
de´composition spectrale de L2(X,µ0) sous la forme ade´lique. Une fonction φ in-
tervenant dans la de´composition spectrale est alors propre pour les ope´rateurs de
Hecke et les valeurs propres s’interpre`tent comme des coefficients matriciaux de
repre´sentations locales associe´es a` φ. Pour montrer le the´ore`me sous la forme L2,
on doit montrer que Tanφ → 0 quand n → ∞ au sens L
2. On se rame`ne ainsi a`
controˆler la de´croissance de ces coefficients matriciaux. En Q-rang r ≥ 2 on dispose
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d’assez d’informations sur le dual unitaire pour conclure graˆce aux travaux de Oh
([17], the´ore`me 5.7). En Q-rang 1 on utilise un principe de restriction a` la Burger-
Sarnak en une place finie de´montre´ dans [4] et une approximation de la conjecture
de Ramanujan pour SL2.
4. Equidistribution des points CM des varie´te´s de
Shimura
Nous devons pre´ciser un peu les de´finitions relatives aux varie´te´s de Shimura
afin d’expliquer ce que l’on entend par l’e´quidistribution des points CM.
Soit (G,X) une donne´e de Shimura; G est un groupe alge´brique re´ductif sur
Q et X est une G(R) classe de conjuguaison de morphismes
h : S −→ GR
(S = Res C/RGm est le tore de Deligne) ve´rifiant les 3 proprie´te´s de Deligne [10] [11].
Les composantes irre´ductibles deX sont alors des domaines syme´triques hermitiens.
Soient Af l’anneau des ade`les finies de Q et K un sous-groupe compact ouvert
de G(A), on de´finit sur le corps C la varie´te´ de Shimura
ShK(G,X) = G(Q)\X ×G(Af )/K.
On ve´rifie que ShK(G,X) est une re´union finie de quotients de composantes
irre´ductibles de X par des sous-groupes de congruences de G(Q). Par ailleurs
ShK(G,X) a un “mode`le canonique” sur un corps de nombresE(G,X) ne de´pendant
que de la donne´e de Shimura (G,X).
Soit (G1, X1) une sous-donne´e de Shimura de (G,X), on dispose alors d’une
application canonique
f : ShK∩G1(Af ) −→ ShK(G,X).
Une sous-varie´te´ de type de Hodge est une composante irre´ductible d’un translate´
de l’image d’un tel morphisme par une correspondance de Hecke. (Moonen [15]
caracte´rise ces sous-varie´te´s en termes de variations de structures de Hodge, d’ou` le
nom.)
Pour h : S → GR, h ∈ X , on de´finit le groupe de Mumford-Tate MT (h) de h
comme le plus petit Q-sous-groupeH de G tel que h se factorise par HR. Si MT (h)
est un tore, on dit que h est spe´cial. Les points spe´ciaux de ShK(G,X) sont les
points de la forme [h, gK] avec g ∈ G(Af ) et h spe´cial.
Fixons h0 ∈ X un e´le´ment spe´cial et T0 =MT (h0). L’ensemble
S(h0) = {[h0, gK], g ∈ G(Af )}
est appele´ ensemble des points spe´ciaux de “type h0” de X . On a une action de
T0(Af ) sur S(h0) donne´e par t.[h0, gK] = [h0, tgK]. Pour tout g ∈ G(Af ), l’orbite
sous T0(Af ) de [h0, gK] est finie, on appelle “orbite torique” de [h0, gK] cette orbite.
La premie`re question naturelle est
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Question 4.1 Soit xn = [hn, gnK] une suite ge´ne´rique de points spe´ciaux de S =
ShK(G,X). Est-il vrai que l’orbite torique de xn est e´quidistribue´e pour la mesure
invariante normali´see de ShK(G,X).
Notons qu’il n’est de´ja` pas a` priori e´vident de pre´voir la proportion des points
de l’orbite torique dans les composantes de S. Il est peut-eˆtre plus re´aliste de
travailler dans chaque composante connexe de S (comme dans la dernie`re partie de
ce texte). Nous tairons dans la suite ces proble`mes de non connexite´.
Les premiers re´sultats pour ces questions sont dus a` Duke [12] pour la courbe
modulaire Y (1) = SL(2,Z)\H. Il montre l’e´quidistribution des points a` multiplica-
tion complexe par l’anneau des entiers OK quand le discriminant tend vers l’infini.
Nous expliquons dans [4], en utilisant en plus des re´sultats sur l’e´quidistribution
des points de Hecke comment obtenir l’e´quidistribution des points a` multiplica-
tion complexe par un ordre arbitraire de OK quand le discriminant tend vers
l’infini. Nous pensons plus ge´ne´ralement que la question 4.1 est lie´e aux proble`mes
d’e´quidistribution des points de Hecke de´crits pre´ce´demment.
Des re´sultats pour l’e´quidistribution des orbites toriques de points CM sont
annonce´s par S. Zhang [26] pour les courbes de Shimura et plus ge´ne´ralement des
varie´te´s de Shimura de type quaternionique via un avatar de la formule de Gross-
Zagier. Pour les varie´te´s modulaires de Hilbert des re´sultats de ce type sont an-
nonce´s inde´pendamment par P. Cohen [7] (par la me´thode originale de Duke) et
par S. Zhang.
Les me´thodes pour prouver ces e´nonce´s comportent trois e´tapes que l’on va
de´crire de manie`re impre´cise pour la concision de ce rapport. Soit S une varie´te´
de Shimura, soit f une fonction non constante intervenant dans la de´composition












La fonction f est alors une forme automorphe. La premie`re e´tape est de montrer une
“formule de classe” reliant 1|En|
∑
y∈En
f(y) a` la valeur de la fonction L de f , tordue
par une forme automorphe que l’on de´finit a` partir de En, au point critique. Ce type
de formule est obtenu par Waldspurger [23] pour des alge`bres de quaternions sur
un corps de nombres F et revisite´ par Zhang [26]dans le but d’obtenir les re´sultats
d’e´quidistribution.
Une fois la formule de classe e´tablie, on dispose d’une famille de fonctions
L indexe´e par les entiers. On de´finit a` partir de l’e´quation fonctionnelle de ces
fonctions une notion de “conducteur analytique” qn. L’hypothe`se de Riemann (ou
de Lindelo¨f) pre´voit une borne en 0(qǫn) pour la valeur critique de la fonction L
conside´re´e. Dans tous les exemples conside´re´s, il est remarquable que pour mon-
trer l’e´quidistribution il faut ame´liorer la borne triviale (donne´e par le principe de
convexite´ de Phragmen-Lindelo¨f). Ce genre de questions a rec¸u une attention con-
side´rable en the´orie analytique des nombres et a e´te´ re´solue dans de nombreux cas.
On pourra consulter la se´rie de papiers [13] et [14] pour une pre´sentation des prin-
cipaux re´sultats et applications de ce cercle d’ide´es. Notons que la de´monstration
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de l’e´quidistribution des orbites toriques de points CM sur les varie´te´s modulaires
de Hilbert utilise les re´sultats spectaculaires re´cents [8].
Pour les applications e´ventuelles a` des e´nonce´s arithme´tiques, il paraˆıt im-
portant de remplacer les orbites toriques par les orbites sous Galois. De manie`re
ge´ne´rale si [h, gK] est un point CM d’une varie´te´ de Shimura, T = MT (h) est le
tore associe´ et E = E(T, h) est le corps reflexe de la varie´te´ de Shimura associe´ a`
la donne´e de Shimura (T, h), l’action de Galois (cf [10], [11] )se factorise a` travers
l’action de T (Af) via un morphisme de re´ciprocite´ (et la the´orie du corps de classe).
r : ResE/QGm,E −→ T
qui induit un morphisme non surjectif en ge´ne´ral
r : ResE/QGm,E(Af ) −→ T (Af ).
On s’attend ne´anmoins a` une re´ponse positive a` la question suivante:
Question 4.2 Soit xn une suite ge´ne´rique de points CM sur une varie´te´ de Shimura
S, est-il vrai que les orbites sous Galois O(xn) sont e´quidistribue´es dans S pour la
mesure invariante?
De manie`re encore plus optimiste, on espe`re (par analogie avec le cas des
varie´te´s abe´liennes) que le meˆme re´sultat est encore vrai pour des suites strictes
de points CM. Ce serait une conse´quence de la conjecture d’Andre´-Oort et de la
question pre´ce´dente. Notons que nous espe´rons que des re´sultats d’e´quidistribution
pour les points CM soient en fait une e´tape pour montrer la conjecture en question
. (C’est au moins ce qui se passe dans le cas des varie´te´s abe´liennes).
5. Equidistribution de sous-varie´te´s spe´ciales
Cette partie de´crit un travail [5] en cours de pre´paration en commun avec
L. Clozel. Soit S une composante irre´ductible d’une varie´te´ de Shimura. Une
conse´quence ge´ome´trique frappante de la conjecture d’Andre´ et Oort est la suivante:
Soit Y une sous-varie´te´ de S, il existe un ensemble fini {S1, . . . , Sr} de sous-varie´te´s
spe´ciales avec Si ⊂ Y pour tout i tel que toute varie´te´ spe´ciale Z de S contenue
dans Y est en fait contenue dans un des Si.
Supposons que S est une composante irre´ductible de ShK(G,X) pour un
groupe G que l’on suppose adjoint (pour simplifier). On a vu qu’une sous-varie´te´
spe´ciale M est associe´e a` une sous-donne´e de Shimura (G1, X1). Si G1 est semi-
simple et X1 contient un point spe´cial x1 tel que le tore associe´ T = MT (x1) ⊂ G1
est tel que TR est un tore maximal compact de G, on dit que M est fortement
spe´ciale. Par exemple les varie´te´s modulaires de Hilbert (associe´es a` des corps to-
talement re´els de degre´ n sur Q) sont fortement spe´ciales dans l’espace de moduleAn
des varie´te´s abe´liennes principalement polarise´es de dimension n. On peut montrer:
The´ore`me 5.1 Soit Y une sous-varie´te´ d’une varie´te´ de Shimura S. Il existe un
ensemble fini {S1, . . . , Sk} de sous-varie´te´s fortement spe´ciales de dimension pos-
itive Si ⊂ Y tel que si Z est une sous-varie´te´ fortement spe´ciale de dimension
positive avec Z ⊂ Y alors Z ⊂ Si pour un certain i ∈ {1, . . . , k}.
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Notons que cet e´nonce´ ne dit rien sur les sous-varie´te´s spe´ciales de dimension
0 (les points spe´ciaux), notons cependant le corollaire suivant:
Corollaire 5.2 Soit Y une sous-varie´te´ stricte de An, il existe au plus un nombre
fini de sous-varie´te´s modulaires de Hilbert contenu dans Y .
Le the´ore`me 5.1 se de´duit d’un e´nonce´ ergodique. Toute sous-varie´te´ spe´ciale
Z de S est muni d’une manie`re canonique d’une mesure de probabilite´ µZ .
The´ore`me 5.3 Soit Sn une suite de sous-varie´te´s fortement spe´ciales Soit µn la
mesure de probabilite´ associe´e a` Sn. Il existe une sous-varie´te´ fortement spe´ciale
Z et une sous-suite µnk qui converge faiblement vers µZ . De plus Z contient Snk
pour tout k assez grand.
On obtient la preuve du the´ore`me 5.1 en conside´rant une suite de sous-varie´te´s
fortement spe´ciales maximales Sn parmi les sous-varie´te´s fortement spe´ciales con-
tenues dans Y . En passant a` une sous-suite on peut supposer que µn converge
faiblement vers µZ . Comme le support de µZ est contenu dans Y , on en de´duit que
Z ⊂ Y . Par la maximalite´ des Sn et le fait que Sn ⊂ Z pour tout n assez grand,
on en de´duit que la suite Sn est stationaire.
On peut aussi re´e´crire cet e´nonce´ avec la terminologie de [21]. On dit qu’une
suite Sn de sous-varie´te´s fortement spe´ciales est stricte si pour toute sous-varie´te´
fortement spe´ciale M de S,
{n ∈ N, Sn ⊂M}
est fini. On peut d’ailleurs prendre dans cette de´finition M spe´ciale car une sous-
varie´te´ spe´ciale contenant une sous-varie´te´ fortement spe´ciale est automatiquement
fortement spe´ciale. Dans ce language le the´ore`me 5.3 admet comme corollaire
imme´diat:
Corollaire 5.4 Soit Sn une suite stricte de sous-varie´te´s fortement spe´ciales de S.
Soit µn et µ les mesures de probabilite´s associe´es sur Sn et S. La suite µn converge
faiblement vers µ.
On peut appliquer cet e´nonce´ a` des suites de sous-varie´te´s fortement spe´ciales
maximales. La condition d’eˆtre stricte signifie alors de ne pas avoir de sous-suites
constantes. C’est par exemple le cas pour les varie´te´s modulaires de Hilbert dans
le modules des varie´te´s abe´liennes principalement polarise´es An.
La preuve du the´ore`me 5.3 repose sur des re´sulats de Mozes et Shah [16]
qui pre´cisent la conjecture de Raghunathan de´montre´e par Ratner [20]. Si S =
Γ\G(R)/K∞ pour un sous-groupe compact maximalK∞ et un re´seau de congruence
Γ, on note Γ+ = G(R)+∩Γ et S˜ = Γ+\G(R)+. Si H est un sous-groupe semi-simple
de G(R)+ tel que Γ+∩H est un re´seau de H alorsMH = Γ
+∩H\H est ferme´ dans
S˜ et est muni canoniquement d’une mesure de probabilite´ H-invariante µH .
Si MHn est une suite de telles sous-varie´te´s de S˜, le the´ore`me de Mozes Shah
[16] permet sous certaines hypothe`ses; au besoin en passant a` une sous-suite; de
montrer la convergence faible de µHn vers une mesure µH canoniquement associe´e
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a` un MH = Γ
+ ∩ H\H . En ge´ne´ral les sous-groupes Hn n’induisent pas de sous-
varie´te´s spe´ciales sur S carHn n’est pas toujours re´ductif et meˆme si Hn est re´ductif
l’espace syme´trique associe´ a` Hn n’a aucune raison d’eˆtre hermitien. Un des points
clefs de la de´monstration est de ve´rifier que si les Hn induisent des sous-varie´te´s
fortement spe´ciales il en est de meˆme pour H . Pour passer de re´sultats sur S˜ a` des
re´sultats sur S on utilise aussi des re´sultats de Dani et Margulis ([9]thm. 2) qui
donnent des crite`res de retour vers des compacts pour des flots unipotents sur S˜.
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